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Some problems on torsors under a finite flat group scheme:
normal basis problem and construction of sequences of Kummer type
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Saidiは [4]で，標数 p > 0の完備離散付置環の上の schemeの p次被覆を調べる際に，Artin-
Schreier sequenceと radicial sequenceの変形による Z/pZ-torsorと αp-torsorの変形によって p
次被覆の性質を調べている．本論文の第一部 [8]では，まず，これらの群スキームの完全列の変形
の双対にあたるものとしてKummer sequence と radicial sequence の変形について記述した．具
体的に述べると，Aを標数 pの可換環，μ ∈ A，NA = Ker[F − μI : Ga,A → Ga,A]とする．この
とき，A代数Rに対して，NA(R) = HomR−gr(NR,Gm,R)を具体的に求めることによってNAの
Cartier dual N∨A を求めた．さらに μ ∈ Aが特別な場合には，N∨A はある群スキームに埋め込ま
れる．
定理 1. Aを標数 pの可換環，λ ∈ A, NA = Ker[F − λp−1I : Ga,A → Ga,A]とする．このとき，
A-group schemeの完全列が存在する．
0 −→ N∨A −→ G(λ)A F−→ G(λ
p)
A −→ 0.
ここで，G(λ)A は座標環A[T, 1/(1 + λT )], 余乗法 T → T ⊗ 1 + 1⊗ T + λT ⊗ T によって定義され
るAの上の可換群スキームである．
定理 2. Aを標数 pの可換環，λ ∈ A，B = A[t]/(t2−λ)，NA = Ker[F −λ(p−1)/2I : Ga,A → Ga,A]
とする．このとき，次のA-group schemeの完全列が存在する.
0 −→ N∨A −→ GB/A F−→ GB˜/A −→ 0.
定理 2は定理１の quadratic twistである．さらに，GB/Aは，Waterhouse-Weisfeiler [10]で計
算されている Weil restriction
∏
B/AGm,B の Gm,Aによる商である．
さらに，Sをスキーム，Γ を Sの上の aﬃne commutative group schemeとし，OΓ がOS 加群
として locally free of ﬁnite rankと仮定する．このときGrothendieckによって構成された Γ の S
の上に smoothな群スキームへの埋め込み
Γ = HomS−gr(Γ∨,Gm,S ) −→
∏
Γ∨/R
Gm,Γ∨ = HomS (Γ∨,Gm,S ),
と上の定理には以下のような関係がある．
定理 3. Aを標数 pの可換環，λ ∈ A, NA = Ker[F − λp−1I : Ga,A → Ga,A]とする．このとき，
次の二つの可換図式が存在する．
N∨A −−−→
∏
NA/A
Gm,NA
∥∥∥
⏐⏐χ˜
N∨A −−−→ G(λ)A ,
N∨A −−−→ G(λ)A∥∥∥
⏐⏐σ˜
N∨A −−−→
∏
NA/A
Gm,NA .
1
2定理 4. Aを標数 p > 2の環，λ ∈ A, NA = Ker[F − λp−1/2I : Ga,A → Ga,A]とする．このとき，
次の二つの可換図式が得られる．
N∨A −−−→
∏
NA/A
Gm,NA
⏐⏐
⏐⏐χ˜
N∨A −−−→ GB/A ,
N∨A −−−→ GB/A⏐⏐
⏐⏐σ˜
N∨A −−−→
∏
NA/A
Gm,NA .
定理 3と定理 4は以下で述べる有限平坦可換群スキームに対する正規底の性質をもつトーサー
の特徴付けの例となっている．
Sを可換環，Gを Sの自己同型のなす有限群とする．このとき，Sは自然に SG[G]-加群の構造
が入るが，S が階数１の自由 SG[G]加群であるとき，S は SGの上に正規底を持つという．例え
ば，lを奇素数，ζ = e2πi/l，K = Q(ζ)とする．このときK/Qはガロア拡大で，SをKの整数環
とすると，正規底をもつ．実際，S = Z[ζ]で {ζ, ζ2, . . . , ζ l−1}は Sの Zの上の基底．
さらに，K を局所体とし, L/K はGをガロア群にもつガロア拡大とする．ここで，S, Rをそ
れぞれL, Kの付置環とすると，GはR上 Sに作用する．それゆえ，SはR[G]加群の構造をもつ
が，Emmy Noether [3]は「L/Kが順分岐であることの必要十分条件は SがR上正規底をもつこ
とである」ことを示している．このようなことから正規底の概念は代数的整数論において重要で
ある．また，Serre [5]は，Γ をGalois群にもつ体 kの Galois拡大の普遍族は，群環 k[Γ ]の単数
群によって構成されることを正規底定理によって示した．しかしながら，一般の可換環の対して
は不分岐ガロア拡大に対する正規底定理は成立しない．諏訪 [6]は，可換環の上で Serreの議論を
群スキームの枠組みで再定式化し，正規底を持つ有限群をガロア群に持つ不分岐ガロア拡大を群
環の単数群スキームによって特徴付けた．その上でKummer 理論，Kummer-Artin-Shreier 理論
とArtin-Schreier 理論それぞれの場合で議論がなされている．例えば，Kummer 理論においては
次のように正規底をもつ巡回拡大が特徴づけられる．
例. (Kummer 理論) nを整数 (≥ 2)とし，ζ = e2πi/nそしてB = Z[ζ]とする．Γ を位数 nの巡回
群とする．このとき，Bの上の群スキームの可換図式
0 −−−→ ΓB −−−→ U(Γ )B −−−→ (U(Γ )/Γ )B −−−→ 0
⏐⏐
⏐⏐χ1
⏐⏐
0 −−−→ μn,B −−−→ Gm,B n−−−→ Gm,B −−−→ 0
とB[1/n]の上の群スキームの可換図式が存在する．
0 −−−→ μn,B[1/n] −−−→ Gm,B[1/n] n−−−→ Gm,B[1/n] −−−→ 0⏐⏐
⏐⏐σ1
⏐⏐
0 −−−→ ΓB[1/n] −−−→ U(Γ )B[1/n] −−−→ (U(Γ )/Γ )B[1/n] −−−→ 0.
さらに，χ1 : ΓB → μn,B は，B[1/n]の上で σ1 : μn,B[1/n] → ΓB[1/n]の逆写像を誘導する．
これより，次の主張を得る．
系. Rを Z[ζ, 1/n]-代数，Sを次数 nの不分岐巡回拡大とする．このとき以下の条件は同値．
3(a) 巡回拡大 S/Rは正規底を持つ.
(b) SがR[U ]/(Un − a)と同型であり γが γα = ζαによって S に作用するような a ∈ R×が存在
する．ここで αは S = R[U ]/(Un − a)における U の像．
上の条件が成り立っていたとすると,
1
n
n−1∑
k=0
αk は，巡回拡大 S/Rの正規底を生成する.
本論文の第二部 [9]は，諏訪の Serreの議論の再定式化を有限平坦可換群スキームの場合に考え
たものである．そのためには群スキームの枠組みの中で正規底の性質を捉える必要があるが，実
はHopf-Galois理論においてHopf代数の言葉で正規底の概念を捉えられることがKreimerと竹内
[2]によって知られている．また，相対Brauer群の記述において群の環への作用と，環の乗法群を
係数域とする 2コサイクルから接合積を作る構成は昔から知られているが，Sweedler [7]は Hopf
代数の言葉で，2コサイクルを用いた接合積によって記述される cleft拡大と呼ばれる環の拡大を
考えた．さらに土井と竹内は [1]で cleft拡大の概念が正規底をもつ Hopf Galois拡大の概念と同
値であることを証明した．そこで，我々はこの cleft拡大の概念をスキームの言葉で以下のように
言い換えることにする．
定義. Sをスキーム，Gを aﬃne S-scheme，Xを Sの上の右G-torsorとする．ここで Sの上の右
G-torsor X が cleftであるとは以下の可換図式を満たすようなOS-加群の同型 φ : OG ∼→ OX が存
在するときにいう．
OG φ−−−→ OX
⏐⏐Δ
⏐⏐ρ
OG ⊗OS OG
φ⊗Id−−−→ OX ⊗OS OG .
ここで，Δは群スキームの乗法を定義するOS代数の射，ρはXの上へのGの作用を定義するOS
代数の射である．
この定義によって，正規底を持つ有限平坦可換群スキームに対する torsorの特徴付けが得られ
る．具体的には以下の通りである.
定理 5. S をスキーム，Γ を S の上の aﬃne commutative group schemeとし，OΓ が OS 加群
として locally free of ﬁnite rankと仮定する．このとき X が cleftであることの必要十分条件は
[X] ∈ Ker[H1(S, Γ ) → Pic(Γ∨)]．ここでH1(S, Γ ) → Pic(Γ∨)は，射の合成
H1(S, Γ ) −→ H1(S,
∏
Γ∨/R
Gm,Γ∨)
∼−→ H1(Γ∨,Gm,Γ∨) = Pic(Γ∨).
この定理の系として，次のことが分かる．
系 6. 定理 5の記号の下で，Gを Sの上の aﬃne ﬂat group schemeとする．Γ → G をGの群ス
キームの closed immersionとし，次の可換図式が存在すると仮定する．
Γ
i−−−→
∏
Γ∨/S
Gm,Γ∨
⏐⏐
⏐⏐
Γ −−−→ G ,
4Γ −−−→ G
⏐⏐
⏐⏐
Γ
i−−−→
∏
Γ∨/S
Gm,Γ∨ .
このとき，Sの上のΓ -torsor X は cleftであることの必要十分条件はX が次のカルテジアン図
式によって定義されていることである．
X −−−→ G
⏐⏐
⏐⏐
S −−−→ G/Γ .
例 7. pを素数とし，Rを Fp-代数，λ ∈ Rとする．G = Ker[F : G(λ) → G(λp)]とおき，S/Rを環
の拡大とする．定理 5によって
Ker[H1(R,G) → Pic(G∨)] = Ker[H1(R,G) → H1(R,G(λ))].
を得る. さらに，系 6によって，このとき SpecSは SpecR上の cleft G-torsorであることの必要
十分条件は次のカルテジアン図式が存在する事である．
SpecS −−−→ G(λ)
⏐⏐
⏐⏐F
SpecR −−−→ G(λp).
特に，Rが局所環，または λが冪零の場合，H1(R,G(λ)) = 0．したがって，すべての SpecR上
のG-torsorは cleft.
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